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Resumo
O vírus da Zika é um flavivírus transmitido principalmente pelas picadas dos mosquitos do
gênero Aedes, e que pode ocasionar complicações no sistema nervoso. Além da transmissão
vetorial, a infecção pode ser sexualmente transmitida e este fato é agravado pela duradoura
persistência do vírus no sêmen. Neste trabalho desenvolvemos um modelo matemático de
equações diferenciais ordinárias não lineares a fim de melhor compreender a dinâmica de
infecção deste vírus. A análise do modelo nos permite garantir a existência de dois pontos
de equilíbrio, o primeiro é livre da doença e no segundo a infecção persiste na população,
sendo que a estabilidade destes equilíbrios pode ser verificada de acordo com o número de
reprodutibilidade basal. Simulações numéricas do modelo foram realizadas para obtermos
as trajetórias do sistema e verificarmos se a trasmissão sexual tem impacto na propagação
da doença.
Palavras-chave: Zika vírus. Sistemas dinâmicos diferenciais. Estabilidade. Transmissão
sexual.
Abstract
The Zika virus is a flavivirus transmitted mainly by the bites of mosquitoes of the genus
Aedes, and that can cause complications in the nervous system. In addition to the vector
transmission, the infection can be sexually transmitted and this fact is aggravated by a
long persistence of the virus in the semen. We develop a mathematical model of ordinary
nonlinear differential equations to better understand the dynamics of infection of this
virus. The analysis of the model allows us to guarantee the existence of two equilibrium
points, the first is free of disease and in the second the infection persists in the population,
and the stability of these equilibria can be verified according to the basic reproduction
number. Numerical simulations of the system were done to obtain the dynamic trajectories
and to verify if the sexual transmission has an impact on the spread of the disease.
Keywords: Zika virus. Differentiable dynamical systems. Stability. Sexual transmission.
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Introdução
O vírus da Zika (ZIKV) é um flavivírus isolado originalmente em uma fêmea
do macaco Rhesus na Floresta Zika, Uganda, em 1947 (1). Os primeiros casos em humanos
datam de 1954 na Nigéria (2), e sua ocorrência ficou restrita a países africanos e asiáticos
até o ano de 2007, quando um grande surto assolou a ilha do pacífico de Yap, na qual
cerca de 73% da população ficou infectada, sendo aproximadamente 18% de indivíduos
sintomáticos (3). Deste fato em diante a infecção se espalhou rapidamente atingindo
diversas ilhas do pacífico (4, 5, 6) e finalmente as Américas (7).
O ZIKV é transmitido principalmente por mosquitos do gênero Aedes, seus
principais sintomas incluem febre, cefaleia, exantema e dores articulares, mas apesar da
aparente suavidade da infecção quadros mais severos estão associados ao ZIKV, destre eles
destaca-se o comprometimento do sistema nervoso em adultos, ocasionado pela síndrome
de Guillain-Barré (8), e casos de microcefalia em recém-nascidos, causados possivelmente
pela infecção da mãe durante o período de gestação (9).
Outro fato que disperta atenção e diferencia o ZIKV dos demais flavivírus,
como o vírus da dengue, está na possibilidade de transmissão através do contato sexual
(10, 11), o que sugere a presença do vírus em fluidos corporais como o sêmen.
A modelagem matemática tem sido de grande ajuda para a compreensão
de fenômenos químicos, físicos e biológicos. Utilizando modelos matemáticos podemos
analisar situações bastante pertinentes à sociedade em geral, dentre elas a transmissão de
doenças que é tema dessa dissertação. Pensando nisto, propomos e analisamos um modelo
matemático baseado em equações diferencias ordinárias a fim de estudar a dinâmica de
transmissão do ZIKV.
No capítulo 1 abordaremos os aspectos biológicos da infecção, como o ciclo
natural da doença, as formas de transmissão e todos os demais fatores que serão utilizados
para a construção das hipóteses do modelo.
No segundo capítulo formularemos um modelo matemático utilizando um
sistema de equações diferenciais ordinárias não-lineares, que descreva a dinâmica de
infecção do vírus considerando as populações de humanos e mosquitos. A análise deste
sistema permite obter informações acerca do comportamento das soluções do modelo.
Simulações numéricas e discussões sobre possíveis cenários serão apresentadas
no terceiro capítulo, a fim de compreender e ilustrar a dinâmica proposta pelo modelo.
Por fim, o quarto capítulo apresenta uma síntese das conclusões obtidas e
considerações finais sobre o trabalho desenvolvido.
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1 Aspectos Biológicos da Infecção
Declarado como uma doença emergente, segundo o "Centers for Disease Control
and Prevention"(CDC) somente no ano de 2016 o ZIKV afetou cerca de 1,3 milhão
de pessoas no Brasil, além de outros vinte países e territórios que também relataram
transmissão local do vírus. As áreas de risco deste vírus podem ser encontradas nas
Américas, África, trechos da Ásia e Oceania, ocupando boa parte do território internacional,
conforme a figura 1.
Figura 1 – Áreas de risco do ZIKV.
Fonte: https://wwwnc.cdc.gov/travel/page/world-map-areas-with-zika
O espalhamento do ZIKV no mundo está entrelaçado principalmente com seus
meios de transmissão, sendo o principal deles através dos mosquitos do gênero Aedes,
incluindo Ae. aegypti, Ae. africanus, Ae. hensilli e Ae. albopictus (12, 13, 14). Estes
mosquitos estão globalmente distribuídos, sendo a maioria das espécies inerentes a regiões
tropicais e subtropicais.
A infecção nos mosquitos ocorre durante a ingestão de sangue por parte das
fêmeas, após isso o vírus inicia um processo de replicação e migra para as glândulas
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salivares, completando o chamado período de incubação. À medida que o vetor pica os
humanos para ingerir sangue passa a transmitir o vírus (15).
Em indivíduos infectados, partículas viáveis do vírus foram encontradas não
somente no sangue, mas também na urina (16), na saliva (17, 18), no sêmen (19, 20, 21) e
em outros fluidos corporais, levantando a suspeita da existência de formas de transmisão
não-vetoriais.
O primeiro indício de transmissão sexual do ZIKV foi apresentado em 2011
(10) e desde então diversos outros estudos relataram esta possibilidade. De acordo com
a Organização Mundial da Saúde, até 26 de agosto de 2016 onze trabalhos publicados
podem confirmar esta suspeita:
i) Sete estudos sobre a transmissão do homem sintomático para a mulher (10, 22, 23,
24, 25, 26, 27);
ii) Um estudo sobre a transmissão do homem para outro homem (28);
ii) Um estudo sobre a transmissão da mulher para o homem (29);
iv) Dois estudos sobre a transmissão do homem assintomático para a mulher (30, 31).
Apesar da quantidade de relatos, a maioria restringe-se à transmissão partindo
dos homens para as mulheres, sendo que na maioria dos estudos os indivíduos envolvidos
eram casados.
Outro fato relevante é a persistência do vírus no sêmen, em (19) altas cargas
virais foram detectadas nos espermatozóides de indivíduos infectados, mesmo após o fim dos
sintomas. A figura 2 ilustra isso além de mostrar a localização do vírus no espermatozóide.
Figura 2 – Detecção e persistência do ZIKV no sangue, urina e sêmen.
Fonte: (19)
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Este comportamento diverge do esperado para os flavivírus que, de maneira
geral, são rapidamente eliminados pelo sistema imunológico do hospedeiro e a persistência
no corpo fica limitada à uma curta janela de tempo após o início dos sintomas. No entanto,
esta situação pode variar conforme as características do hospedeiro, outros cinco pacientes
foram acompanhados em (19) dos quais três não apresentaram vestígios do vírus no sêmen
e os outros dois apresentaram um comportamento diferente do que foi apresentado na
figura 2.
Como consequência da existência e longa duração do vírus no sêmen, a trans-
missão sexual pode ocorrer mesmo após o fim dos sintomas, ou seja, apesar da carga viral
no sangue ser incapaz de infectar os vetores, estes indivíduos ainda podem transmitir o
ZIKV pelo contato sexual.
A infecção pelo ZIKV também está associada a complicações neurológicas como
a microcefalia, caracterizada pela redução do perímetro cefálico, normalmente ocasionada
pela má formação das células neurais. A produção de novas céluas para o sistema nervoso
e o processo de diferenciação em neurônios são compremetidos não apenas pela agressão
viral, como também pela atividade imunológica (32, 33).
No capítulo seguinte, levaremos em consideração os fatos aqui descritos para a
formulação de um modelo compartimental considerando as interações entre humanos e
mosquitos.
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2 Modelagem Matemática
Baseando-se na interação entre as populações de humanos e mosquitos construi-
remos um modelo compartimental para estudar a dinâmica de infecção do ZIKV, levando
em consideração as duas formas de transmissão, vetorial e sexual. Em posse do modelo
analisaremos a existência e estabilidade de pontos de equilíbrio, além do estudo de outros
conceitos chaves, como o número de reprodutibilidade basal.
2.1 Formulação do Modelo
Primeiramente considere que a população de humanos, denotada por Nh, será
dividida em três subpopulações: jovens, mulheres adultas e homens adultos, sendo que o
compartimento de jovens representa a parcela da população (em geral mais jovem) que
ainda não está casada, enquanto os demais correspondem aos indivíduos casados. Tal
separação é necessária para a introdução da transmissão sexual, que segundo os estudos
apresentados no capítulo anterior, deve ocorrer somente entre os indivíduos casados.
Jovens e mulheres serão divididos em suscetíveis (S¯i), expostos (E¯i), infectados
(I¯i) e recuperados (R¯i), para i “ j,m, enquanto que a subpopulação de homens será
dividida em suscetíveis (S¯h), expostos (E¯h), dois compartimentos de infectados ( ¯Ih1 e ¯Ih2)
e os recuperados (R¯h). A existência de dois compartimentos para os homens infectados
deve-se à permanência do vírus no sêmen, de forma que os indivíduos do compartimento
¯Ih1 apresentam o vírus tanto no sangue quanto no sêmen, contribuindo tanto para a
transmissão vetorial quanto para a sexual, enquanto os indivíduos em ¯Ih2 contribuem
exclusivamente para a transmissão sexual, uma vez que o vírus está presente somente no
sêmen.
Por simplicidade agruparemos todos os compartimentos de recuperados em
apenas um, denotado por R¯, de modo que a população total de humanos é escrita como
Nh “ pS¯j ` E¯j ` I¯jq ` pS¯m ` E¯m ` I¯mq ` pS¯h ` E¯h ` ¯Ih1 ` ¯Ih2q ` R¯.
Iremos supor que a taxa de natalidade dos humanos será ηh e que não haverá
imunidade para recém-nascidos nem transmissão vertical, ou seja, todos os indivíduos
nascem como jovens suscetíveis e levarão um tempo médio 1{δ para se tornarem homens e
mulheres adultos, com θ e p1´ θq as respectivas proporções. A população de mosquitos
(Nv), por sua vez, será dividida em suscetíveis (S¯v), expostos (E¯v) e infectados (I¯v), com
ηv a taxa de natalidade dos mosquitos suscetíveis.
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Consideraremos que 1{γh e 1{γv representam os períodos médios de incubação
do vírus respectivamente em humanos e mosquitos, 1{σh é o tempo médio que os humanos
transmitem o vírus (duração da infecciosidade) e a duração média da persistência do
vírus no sêmen é 1{φ. As taxas de mortalidade dos humanos e mosquitos são µh e µv
respectivamente.
Para a modelagem da transmissão vetorial considere b sendo a taxa de picadas
dos mosquitos e β¯h a chance de transmissão do vírus de um mosquito infectado para um
humano suscetível, assim a chance de que um dado indivíduo seja picado e infectado é
bβ¯h
Nh
. Considerando a população total de mosquitos infectados I¯v modelaremos a taxa com
que humanos suscetíveis se tornam expostos da forma
λhpI¯v, Nhq “ bβ¯hNv
Nh
I¯v
Nv
“ bβh I¯v
Nv
,
onde βh “ β¯hNv
Nh
.
Similarmente, se βv é a chance de transmissão do vírus de um humano infectado
para um mosquito suscetível, então os mosquitos suscetíveis se tornam expostos a uma
taxa
λvpI¯j, I¯m, ¯Ih1, Nhq “ bβv I¯j ` I¯m `
¯Ih1
Nh
.
Quanto à transmissão sexual, assumiremos que sua ocorrência será somente
entre indivíduos adultos, casados e sempre do homem para a mulher, ou seja, assumiremos
que a população apresenta um comportamento monogâmico e que cada homem só poderá
transmitir o vírus para sua parceira, sendo βs1, βs2 as probabilidades de transmissão do
vírus de homens infectados ¯Ih1 e ¯Ih2 para mulheres suscetíveis. Além disso, sabe-se que
nem todos os homens apresentam cargas virais no sêmen que sejam suficientes para a
transmissão, deste modo consideraremos que somente uma proporção p1 de Ih1 e p2 de
Ih2 podem transmitir o vírus sexualmente. Introduziremos também um parâmetro c que
corresponde à taxa de contato monogâmico entre homens e mulheres adultas.
Do anterior, modelaremos a transmissão sexual como
λsp ¯Ih1, ¯Ih2, Nhq “ cβs1p1
¯Ih1
Nˆh
` cβs2
¯p2Ih2
Nˆh
,
onde Nˆh representa todos os homens com quem uma mulher poderia se relacionar, sejam
eles suscetíveis, expostos ou infectados. Para simplificar o modelo e evitar termos não-
lineares assumiremos que Nˆh “ δ
δ ` µh θNh. O termo
δ
δ ` µh representa a chance de um
jovem chegar à fase adulta e θ é a proporção de homens, logo a expressão para Nˆh é uma
aproximação para a população de homens adultos.
Para uma melhor compreensão da dinâmica de transmissão, apresentamos na
figura 3 um diagrama de fluxo envolvendo os compartimentos de humanos e mosquitos.
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Figura 3 – Fluxograma para a dinâmica de transmissão do ZIKV.
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A construção do modelo matemático será baseada nas variações em cada um
dos compartimentos, representadas no fluxograma pelas setas que entram e saem em cada
compartimento. Mediante isto formulamos o seguinte sistema para representar a dinâmica
de transmissão do vírus:
$’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’%
S¯j
1 “ ηhNh ´ δS¯j ´ λhpI¯v, NhqS¯j ´ µhS¯j
S¯h
1 “ δθS¯j ´ λhpI¯v, NhqS¯h ´ µhS¯h;
S¯m
1 “ δp1´ θqS¯j ´ λhpI¯v, NhqS¯m ´ λsp ¯Ih1, ¯Ih2, NhqS¯m ´ µhS¯m
E¯j
1 “ λhpI¯v, NhqS¯j ´ pγh ` µhqE¯j
E¯h
1 “ λhpI¯v, NhqS¯h ´ pγh ` µhqE¯h
E¯m
1 “ λhpI¯v, NhqS¯m ` λsp ¯Ih1, ¯Ih2, NhqS¯m ´ pγh ` µhqE¯m
I¯j
1 “ γhE¯j ´ pσh ` µhqI¯j
¯Ih1
1 “ γhE¯h ´ pσh ` µhq ¯Ih1
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$’’’’’’’’’&’’’’’’’’’%
¯Ih2
1 “ σh ¯Ih1 ´ pφ` µhq ¯Ih2
I¯m
1 “ γhE¯m ´ pσh ` µhqI¯m
R¯1 “ σhpI¯j ` I¯mq ` φ ¯Ih2 ´ µhR¯
S¯v
1 “ ηvNv ´ λvpI¯j, I¯m, ¯Ih1, NhqS¯v ´ µvS¯v
E¯v
1 “ λvpI¯j, I¯m, ¯Ih1, NhqS¯v ´ pγv ` µvqE¯v
I¯v “ γvE¯v ´ µv I¯v.
(2.1)
Somando as equações dos compartimentos dos humanos e analogamente dos
mosquitos obtemos as equações que descrevem as dinâmicas populacionais:
N 1h “ Nhpηh ´ µhq
N 1v “ Nvpηv ´ µvq,
(2.2)
para as quais três possibilidades podem ocorrer:
i) ηk ą µk e Nk cresce indefinidamente (para k “ h, v)
ii) ηk ă µk e Nk vai para extinção (para k “ h, v)
iii) ηk “ µk e Nk permanece constante (para k “ h, v).
Para facilitar a análise do modelo faremos uma mudança de variável no sistema
2.1, reescrevendo as equações em função das frações dos compartimentos na população total,
para tanto denotemos por Si “ S¯i
Nh
(i “ j, h,m) as frações de jovens, homens e mulheres
suscetíveis, Ei “ E¯i
Nh
; i “ j, h,m as frações de humanos expostos, Ii “ I¯i
Nh
; i “ j, h1, h2,m
as frações de infectados e R “ R¯
Nh
a fração de recuperados. Similarmente Sv “ S¯v
Nv
,
Ev “ E¯v
Nv
e Iv “ I¯v
Nv
são as frações de mosquitos suscetíveis, expostos e infectados.
Cabe ressaltar que a dinâmica populacional descrita em 2.2 continua valendo
mesmo com o uso das frações ao invés do número total de indivíduos.
Para a primeira equação de 2.1, a mudança de variável ocorrerá da seguinte
forma:
d
dt
Sj “ d
dt
ˆ
S¯j
Nh
˙
“ 1
Nh
S¯j
1 ´ S¯j
N2h
N 1h
“ 1
Nh
pηhNh ´ δS¯j ´ λhS¯j ´ µhS¯jq ´ S¯j
N2h
Nhpηh ´ µhq
“ ηh ´ δSj ´ λhSj ´ ηhSj
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De maneira similar obtemos as demais equações e reescrevemos o sistema 2.1
como$’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
S 1j “ ηh ´ δSj ´ bβhIvSj ´ ηhSj
S 1h “ δθSj ´ bβhIvSh ´ ηhSh
S 1m “ δp1´ θqSj ´ bβhIvSm ´ cpδ ` µhqδθ pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2qSm ´ ηhSm
E 1h “ bβhIvSh ´ pγh ` ηhqEh
E 1j “ bβhIvSj ´ pγh ` ηhqEj
E 1m “ bβhIvSm ` cpδ ` µhqδθ pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2qSm ´ pγh ` ηhqEm
I 1j “ γhEj ´ pσh ` ηhqIj
I 1h1 “ γhEh ´ pσh ` ηhqIh1
I 1h2 “ σhIh1 ´ pφ` ηhqIh2
I 1m “ γhEm ´ pσh ` ηhqIm
S 1v “ ηv ´ bβvpIj ` Ih1 ` ImqSv ´ ηvSv
E 1v “ bβvpIj ` Ih1 ` ImqSv ´ pγv ` ηvqEv
I 1v “ γvEv ´ ηvIv.
(2.3)
A equação para o compartimento de recuperados fica desacoplada do modelo e
pode ser calculada da forma
R “ 1´ Sj ´ Sh ´ Sm ´ Ej ´ Eh ´ Em ´ Ij ´ Ih1 ´ Ih2 ´ Im.
As variáveis e parâmatros utilizados no modelo estão descritos nas tabelas 1 e
2, respectivamente.
Tabela 1 – Variáveis do modelo.
Variável Descrição
Sj, Sm, Sh Fração de jovens, mulheres e homens suscetíveis
Ej, Em, Eh Fração de jovens, mulheres e homens expostos
Ij, Im, Ih1, Ih2 Fração de jovens, mulheres e homens infectados
R Fração de humanos recuperados
Sv Fração de mosquitos suscetíveis
Ev Fração de mosquitos expostos
Iv Fração de mosquitos infectados
Nh População total de humanos
Nh População total de mosquitos
2.2 Análise do Modelo
Naturalmente o modelo apresentado anteriormente só possui sentido biológico
quando as populações são positivas, além da soma das frações de humanos e a soma das
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Tabela 2 – Descrição dos parâmetros do modelo.
Parâmetro Descrição Valor Referência
δ Taxa de transição de jovens para adultos (dias´1) 1, 37.10´4 Assumido
θ Proporção de homens (adimensional) 0, 5 Assumido
b Taxa de picada dos mosquitos (dias´1) 0, 5 (34)
c Taxa de contato sexual monogâmica (dias´1) 0, 048 Assumido
βh Chance de transmissão de um mosquito 0, 3 (35)
infectado para humano suscetível (adimensional)
βv Chance de transmissão de um humano 0, 25 (35)
infectado para mosquito suscetível (adimensional)
βs1 Chance de transmissão de um homem infectado 0, 1 (35)
¯Ih1 para uma mulher suscetível (adimensional)
βs2 Chance de transmissão de um homem infectado 0, 1 (35)
¯Ih2 para uma mulher suscetível (adimensional)
γh Taxa de transição entre expostos e 0, 1667 (36)
infectados para humanos (dias´1)
γv Taxa de transição entre expostos e 0, 143 (37)
infectados para mosquitos (dias´1)
σh Taxa de recuperação dos humanos (dias´1) 0, 2 (38)
p1, Proporção de homens em Ih1 que transmitem 0, 33 Assumido
o vírus sexualmente (adimensional)
p2 Proporção de homens em Ih2 que transmitem 0, 33 Assumido
o vírus sexualmente (adimensional)
φ Taxa de dissipação do vírus no sêmen (dias´1) 0, 05 (11, 16)
ηh Taxa de natalidade dos humanos (dias´1) 3, 65.10´5 IBGE
ηv Taxa de natalidade dos mosquitos (dias´1) 0, 033 (39)
µh Taxa de mortalidade dos humanos (dias´1) 3, 65.10´5 IBGE
µv Taxa de mortalidade dos mosquitos (dias´1) 0, 033 (39)
frações de mosquitos não pode ser maior que um. Mediante isto definimos a região de
interesse (ou biologicamente factível) Ω “ ΩH ˆ ΩV em que
ΩH “  pSj, Sh, Sm, Ej, Eh, Em, Ij, Ih1, Ih2, Imq P R10` : Sj ` Sh ` Sm ` Ej ` Eh`
`Em ` Ij ` Ih1 ` Ih2 ` Im ď 1u ;
ΩV “  pSv, Ev, Ivq P R3` : Sv ` Ev ` Iv ď 1( .
2.2.1 Propriedades Básicas
Vejamos alguns resultados preliminares acerca do modelo 2.3 restrito à Ω:
Lema 1. Seja fptq “ pSjptq, Shptq, Smptq, Ejptq, Ehptq, Emptq, Ijptq, Ih1ptq, Ih2ptq, Imptq,
Svptq, Evptq, Ivptqq e fp0q a condição inicial do problema. Se fp0q ě 0 então as soluções
fptq do modelo são não-negativas para t ą 0.
Demonstração. Seja T “ sup tt ą 0 : fptq ą 0u. Iremos reescrever a primeira equação de
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2.3 da seguinte forma:
d
dt
„
Sjptq exp
ˆż t
0
λhpIvpτqqdτ ` pδ ` ηhqt
˙
“
“ ηh exp
ˆż t
0
λhpIvpτqqdτ ` pδ ` ηhqt
˙
.
Integrando a expressão acima de 0 a T :
SjpT q exp
ˆż T
0
λhpIvpτqqdτ ` pδ ` ηhqT
˙
´ Sjp0q
“
ż T
0
ηh exp
ˆż ξ
0
λhpIvpτqqdτ ` pδ ` ηhqξ
˙
dξ
e por fim
SjpT q “ Sjp0q exp
ˆ
´
ż T
0
λhpIvpτqq dτ ´ pδ ` ηhqT
˙
`
ż T
0
ˆ
ηh exp
ˆż ξ
0
λhpIvpτqq dτ ` pδ ` ηhqξ
˙˙
dξ
ˆ exp
ˆ
´
ż T
0
λhpIvpτqq dτ ´ pδ ` ηhqT
˙
ą 0.
De forma similar podemos mostrar que todos os demais compartimentos são
não-negativos, logo fptq ą 0 para qualquer t ą 0.
Definição 2.1. Um conjunto M é dito ser um conjunto positivamente invariante com
respeito ao sistema 2.3 se
xp0q PM ñ xptq PM, @ t ě 0
Lema 2. A região Ω é positivamente invariante para o modelo 2.3.
Demonstração. Mostremos que a soma dos compartimentos de mosquitos é sempre menor
que um, para tanto note que
pSv ` Ev ` Ivq1 “ ηvp1´ Sv ´ Ev ´ Ivq,
deste modo, quando Sv `Ev ` Iv ď 1 temos pSv `Ev ` Ivq1 ě 0, ou seja, quando estamos
dentro da região ΩV o fluxo do sistema aponta para a fronteira. Caso Sv ` Ev ` Iv ą 1
tem-se que pSv `Ev ` Ivq1 ă 0, o que nos mostra que quando o sistema está fora da região
ΩV o fluxo está apontando para dentro da região.
Para a população de humanos temos
pSj ` Sh ` Sm ` Ej ` Eh ` Em ` Ij ` Ih1 ` Ih2 ` Imq1 “ ηhp1´ Sj ´ Sh ´ Sm ´ Ej ´ Eh
´Em ´ Ij ´ Ih1 ´ Ih2 ´ Imq ´ σhpIj ` Imq ´ φIh2,
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de maneira que se Sj ` Sh ` Sm ` Ej ` Eh ` Em ` Ij ` Ih1 ` Ih2 ` Im “ 1 então
pSj ` Sh ` Sm ` Ej ` Eh ` Em ` Ij ` Ih1 ` Ih2 ` Imq1 ď 0, e o fluxo do sistema aponta
para o interior de ΩH .
Usando os fatos mostrados anteriormente juntamente com o Lema 1 concluímos
que Ω é positivavente invariante para o modelo 2.3, isto é, se tomamos uma condição
inicial em Ω a solução de 2.3 permanece em Ω.
Para podermos analisar a existência de pontos de equilíbrio do sistema 2.3 e
verificarmos as respectivas estabilidades, assumiremos que ηh “ µh e ηv “ µv, ou seja, as
populações Nh e Nv são constantes.
2.2.2 O Equilíbrio Livre da Doença
Os estados estacionários ou equilíbrios do sistema 2.3 são os pontos nos quais não
ocorre variação no tempo, sendo assim para determiná-los devemos tomar nulas as derivadas
do sistema. Denotando as variáveis em equlíbrio como pS˚j , S˚h , S˚m, E˚j , E˚h , E˚m, I˚j , I˚h1, I˚h2, I˚m,
S˚v , E
˚
v , I
˚
v q obtemos as seguintes relações para os compartimentos em equilíbrio:$’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
S˚j “ µhδ ` µh ` bβhIv˚ ;
S˚h “
δθSj˚
bβhIv˚ ` µh ;
S˚m “
δp1´ θqSj˚
bβhIv˚ ` cpδ`µhqδθ pβs1p1Ih˚1 ` βs2p2Ih˚2q ` µh
;
E˚j “
bβhIv˚Sj˚
γh ` µh ;
E˚h “ bβhIv˚Sh˚γh ` µh ;
E˚m “
bβhIv˚Sm˚ ` cpδ`µhqδθ pβs1p1Ih˚1 ` βs2p2Ih˚2qSm˚
γh ` µh
I˚j “
γhEj˚
σh ` µh ;
I˚h1 “ γhEh˚σh ` µh ;
I˚h2 “ σhIh˚1φ` µh ;
I˚m “ γhEm˚σh ` µh ;
S˚v “ µvbβv
`
Ij˚ ` Ih˚1 ` Im˚
˘` µv ;
E˚v “
bβv
`
Ij˚ ` Ih˚1 ` Im˚
˘
Sv˚
γv ` µv ;
I˚v “ γvEv˚µv ;
(2.4)
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Substituindo as equações umas nas outras é possível escrever todos os compar-
timentos em função de I˚v , desta forma determinamos o equilíbrio trivial do modelo (P0)
ao tomarmos I˚v “ 0, o que nos leva a:
P0 “ pSj, Sh, Sm, Ej, Eh, Em, Ij, Ih1, Ih2, Im, Sv, Ev, Ivq
“
ˆ
µh
δ ` µh ,
δθ
δ ` µh ,
δp1´ θq
δ ` µh , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0
˙
.
Observe que todos os compartimentos onde há infecção são nulos e que ao
somarmos os humanos têm-se
Sh ` Sm ` Sj “ δθ
δ ` µh `
δp1´ θq
δ ` µh `
µh
δ ` µh “ 1,
ou seja, as populações são totalmente suscetíveis, por isto P0 também é chamado de
equilíbrio livre da doença.
A análise de estabilidade local de P0 será feita de duas maneiras, através da
matriz Jacobiana J0 e usando a Matriz da Próxima Geração descrita em (40).
Para a utilização destes dois critérios alteraremos a ordem das equações do
modelo para pEv, Iv, Eh, Ih1, Ih2, Em, Im, Ej, Ij, Sv, Sh, Sm, Sjq, de forma que os comparti-
mentos onde houve infecção (expostos e infectados) aparecem primeiro.
Seja J0 a matriz Jacobiana do sistema 2.3 aplicada no equilíbrio trivial. Por
simplicidade considere K1 “ δ ` µh, K2 “ γh ` µh, K3 “ σh ` µh, K4 “ φ ` µh e
K5 “ γv ` µv. Assim,
J0 “
˜
A 0
B C
¸
,
em que
A “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝˚˚
´K5 0 0 bβv 0 0 bβv 0 bβv
γv ´µv 0 0 0 0 0 0 0
0 bβhθδ
K1
´K2 0 0 0 0 0 0
0 0 γh ´K3 0 0 0 0 0
0 0 0 σh ´K4 0 0 0 0
0 bβhδp1´ θq
K1
0 cβS1p1p1´ θq
θ
cβS2p2p1´ θq
θ
´K2 0 0 0
0 0 0 0 0 γh ´K3 0 0
0 bβhµh
K1
0 0 0 0 0 ´K2 0
0 0 0 0 0 0 0 γh ´K3
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
,
(2.5)
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B “
¨˚
˚˚˚˚
˚˝˚
0 0 0 ´bβv 0 0 ´bβv 0 ´bβv
0 ´bδθβh
K1
0 0 0 0 0 0 0
0 ´bδp1´ θqβh
K1
0 ´cp1´ θqβS1p1
θ
´cp1´ θqβS2p2
θ
0 0 0 0
0 ´bβhµh
K1
0 0 0 0 0 0 0
‹˛‹‹‹‹‹‹‚
,
(2.6)
e
C “
¨˚
˚˝˚˚ ´µv 0 0 00 ´µh 0 θδ
0 0 ´µh δp1´ θq
0 0 0 ´K1
‹˛‹‹‹‚. (2.7)
A alteração na ordem das equações, anteriormente mencionada, garante a
triangularidade por blocos de J0, logo seus autovalores são os mesmos de A e C. Uma
vez que a matriz C é triangular superior seus autovalores são os elementos da diagonal
principal, desta forma inferimos que ´µh, ´µv e ´K1 são autovalores (negativos) de J0, e
sua equação característica pode ser escrita como
pα ` µvqpα ` µhq2pα `K1qpα9 ´ b8α8 ´ . . .´ b1α ´ b0q “ 0
O elevado grau do polinômio e a complexidade de seus coeficientes dificultam a
aplicabilidade do critério de Houth-Rurwtiz (41), usado para determinar a estabilidade
de P0. Assim, nos restringimos ao uso da conjectura apresentada em (42), que determina
a estabilidade local de P0 se o termo independente for positivo, b0 ą 0, o qual pode ser
escrito como
b0 “ µ2hµ2vK1K32K33K4K5 p1´R0q .
O termo R0 é conhecido como número de reprodutibilidade basal (43) e dado
por
R0 “ b
2βhβvγhγv
µvK2K3K5
` b
2βhβvγ
2
hγvcδp1´ θqpK4βs1p1 ` σhβs2p2q
µvK1K22K
2
3K4K5
, (2.8)
de modo que se R0 ă 1 então b0 ą 0, ou seja R0 ă 1 é uma condição necesária para a
estabilidade local do equilíbrio trivial.
A expressão para R0 possui uma interpretação biológica que discutiremos ao
final deste capítulo, mas por ora reescreveremos este termo como
R0 “ RV0 p1`RS0 q
sendo
RV0 “ b
2βhβvγhγv
µvK2K3K5
e RS0 “ cδp1´ θqγhpK4βs1p1 ` σhβs2p2qK1K2K3K4 . (2.9)
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No modelo proposto existem duas maneiras de um indivíduo se infectar, através
do vetor ou pelo contato sexual. Como consequência disso, o número de reprodutibilidade
basal R0 apresenta duas componentes, RV0 que está relacionada à transmissão vetorial e
RS0 relacionada à transmissão sexual. Estas componentes, por sua vez, podem ser escritas
como
RV0 “ RV H0 ˆRVM0 e RS0 “ RS10 `RS20 ,
sendo RV H0 , RVM0 , RS10 e RS20 dados por$’’’’’’’’’&’’’’’’’’’%
RV H0 “ bβh γhK2
1
µv
RVM0 “ bβvK3
γv
K5
RS10 “ cδp1´ θqγhβs1p1K1K2K3
RS20 “ cδp1´ θqγhσhβs2p2K1K2K3K4 .
O segundo critério usado para verificar a estabilidade do equilíbrio P0 é por
meio da Matriz da Próxima Geração (40). A ideia central é construir uma matriz cujo
raio espectral definirá um limiar que garante a estabilidade de P0.
Primeiramente considere x “ pEv, Iv, Eh, Ih1, Ih2, Em, Im, Ej, Ij, Sv, Sh, Sm, SjqT
e o sistema 2.3 na forma matricial
d
dt
x “ fpxq ´ vpxq,
sendo f e v vetores construídos a partir das equações do modelo.
A construção destes vetores será feita de duas maneiras. Na primeira considera-
mos no vetor f as variáveis referentes aos estados em infecção (Ev, Ej , Eh e Em) e estados
de infecciosidade (Iv, Ij, Ih1, Ih2 e Im), enquanto na segunda formulação consideramos
em f somente as variáveis dos estados de infecciosidade (40, 44). Cada abordagem leva a
uma Matriz da Próxima Geração diferente, entretanto mostraremos que para o modelo 2.3
ambas formulações geram o mesmo limiar para determinar a estabilidade de P0.
Vejamos inicialmente a primeira formulação, na qual f é definido da seguinte
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maneira
f “
»———————————————————————————–
bSvβvpIh1 ` Ij ` Imq
Evγv
bIvShβh
Ehγh
Ih1σh
bIvSmβh ` cK1Sm pp1Ih1βs1 ` p2Ih2βs2q
δθ
Emγh
bIvSjβh
Ejγh
0
0
0
0
fiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl
(2.10)
e v é dado por
v “
»———————————————————————————–
pγv ` µvqEv
µvIv
pγh ` µhqEh
pµh ` σhq Ih1
pφ` µhq Ih2
pγh ` µhqEm
pµh ` σhq Im
pγh ` µhqEj
pµh ` σhq Ij
´µv ` bβvpIj ` Ih1 ` ImqSv ` µvSv
´θδSj ` bβhIvSh ` µhSh
´p1´ θqδSj ` bβhIvSm ` cK1
δθ
pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2qSm ` µhSm
´µh ` δSj ` bβhIvSj ` µhSj
fiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl
. (2.11)
Ao calcularmos as derivadas parciais de f e v (com respeito as variáveis em x)
avaliadas no equilíbrio P0 obtemos
Df “ BfpBxn “
«
F 0
0 0
ff
e Dv “ BvpBxn “
«
V 0
´B ´C
ff
, 1 ď p, n ď 13,
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em que F é dita matriz de transmissão e dada por
F “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝˚˚
0 0 0 bβv 0 0 bβv 0 bβv
γv 0 0 0 0 0 0 0 0
0 bδθβh
K1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 γh 0 0 0 0 0 0
0 0 0 σh 0 0 0 0 0
0 bδp1´ θqβh
K1
0 cp1´ θqβs1p1
θ
cp1´ θqβs2p2
θ
0 0 0 0
0 0 0 0 0 γh 0 0 0
0 bβhµh
K1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γh 0
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
,
(2.12)
enquanto a matriz de transição V é
V “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝˚˚
K5 0 0 0 0 0 0 0 0
0 µv 0 0 0 0 0 0 0
0 0 K2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 K3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 K4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 K2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 K3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 K2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 K3
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
, (2.13)
com B e C definidas em 2.6 e 2.7. Observe que J0 “ Df ´Dv e que a matriz 2.5 presente
em J0 satisfaz A “ F ´ V .
Definimos a Matriz da Próxima Geração como o produto FV ´1, uma vez que
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V é diagonal podemos facilmente determinar sua inversa
V ´1 “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝
1
K5
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1
µv
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1
K2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1
K3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
K4
0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
K2
0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
K3
0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
K2
0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
K3
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
.
Deste modo escrevemos a Matriz da Próxima Geração para o modelo 2.3 como:
FV ´1 “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˝
0 0 0 bβv
K3
0 0 bβv
K3
0 bβv
K3γv
K5
0 0 0 0 0 0 0 0
0 bδθβh
K1µv
0 0 0 0 0 0 0
0 0 γh
K2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 σh
K3
0 0 0 0 0
0 bδp1´ θqβh
K1µv
0 cp1´ θqβs1p1
θK3
cp1´ θqβs2p2
θK4
0 0 0 0
0 0 0 0 0 γh
K2
0 0 0
0 bβhµh
K1µv
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γh
K2
0
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
,
(2.14)
cuja equação característica é
α9 ´ a5α5 ´ a3α3 ´ a2α2 “ 0, (2.15)
e os coeficientes a2, a3 e a5 são dados por:$’’’’’’&’’’’’’%
a2 “ b
2βhβvβs2γ
2
hγvcp2δp1´ θqσh
µvK1K22K
2
3K4K5
;
a3 “ b
2βhβvβs1γ
2
hγvcp1δp1´ θq
µvK1K22K
2
3K5
;
a5 “ b
2βhβvγhγv
µvK2K3K5
.
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De acordo com a conjectura apresentada em (45) e demonstrada em (46), ao
escrevermos o polinômio caracterítico da Matriz da Próxima Geração na forma
ppαq “ αn ´ an´1αn´1 ´ . . .´ a1α ´ a0
com ai ě 0, a soma dos coeficientes do polinômio é exatemente o número de reprodutibili-
dade basal R0 apresentado em 2.8,
R0 “
n´1ÿ
i“0
ai “ b
2βhβvγhγv
µvK2K3K5
` b
2βhβvγ
2
hγvcδp1´ θqpK4βs1p1 ` σhβs2p2q
µvK1K22K
2
3K4K5
, (2.16)
para o qual segue que
i) R0 ă 1 ô ρpFV ´1q ă 1,
ii) R0 “ 1 ô ρpFV ´1q “ 1,
iii) R0 ą 1 ô ρpFV ´1q ą 1,
em que ρpFV ´1q denota o raio espectral da matriz da próxima geração.
Uma vez que ρpFV ´1q ă 1 e ρpFV ´1q ą 1 determinam respectivamente a
estabilidade local e instabilidade do equilíbrio trivial P0 (40), obtemos o seguinte resultado:
Teorema 1. Seja P0 o equilíbrio trivial do sistema 2.3 e R0 definido em 2.8, então se
R0 ă 1 o equilíbrio P0 é local e assintoticamente estável.
Vejamos agora que a segunda abordagem para a construção da matriz da
próxima geração nos leva ao mesmo limiar. Para tanto considere o vetor f como sendo
f “
»———————————————————————————–
bSvβvpIh1 ` Ij ` Imq
0
bIvShβh
0
0
bIvSmβh ` cK1Sm pp1Ih1βs1 ` p2Ih2βs2q
δθ
0
bIvSjβh
0
0
0
0
0
fiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl
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e v dado por
v “
»———————————————————————————–
pγv ` µvqEv
´Evγv ` µvIv
pγh ` µhqEh
´Ehγh ` pµh ` σhq Ih1
´Ih1σh ` pφ` µhq Ih2
pγh ` µhqEm
´Emγh ` pµh ` σhq Im
pγh ` µhqEj
´γhEj ` pµh ` σhq Ij
´µv ` bβvpIj ` Ih1 ` ImqSv ` µvSv
´θδSj ` bβhIvSh ` µhSh
´p1´ θqδSj ` bβhIvSm ` cK1
δθ
pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2qSm ` µhSm
´µh ` δSj ` bβhIvSj ` µhSj
fiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl
.
Desta forma as matrizes de transmissão e transição serão
F “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝˚˚
0 0 0 bβv 0 0 bβv 0 bβv
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 bδθβh
K1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 bδp1´ θqβh
K1
0 cp1´ θqβs1p1
θ
cp1´ θqβs2p2
θ
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 bβhµh
K1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
e
V “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝˚˚
K5 0 0 0 0 0 0 0 0
´γv µv 0 0 0 0 0 0 0
0 0 K2 0 0 0 0 0 0
0 0 ´γh K3 0 0 0 0 0
0 0 0 ´σh K4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 K2 0 0 0
0 0 0 0 0 ´γh K3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 K2 0
0 0 0 0 0 0 0 ´γh K3
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
.
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A matriz da próxima geração para esta formulação pode ser escrita como:
FV ´1 “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˝˚˚
0 0 bβvγh
K2K3
bβv
K3
0 bβvγh
K2K3
bβv
K3
bβvγh
K2K3
bβv
K3
0 0 0 0 0 0 0 0 0
M1
γv
K5
M1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
M2
γv
K5
M2 M3
γh
K2
M2
cp1´ θqβs2p2
θK4
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
M1
γvµh
K5
M1µh 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
,
(2.17)
na qual M1 “ bβhδθ
K1µv
, M2 “ bβhδp1´ θq
K1µv
e M3 “ cp1´ θq pσhβs2p2 `K4βs1p1q
θK3K4
.
Da mesma forma que antes, escrevemos o polinômio característico da matriz
2.17 na forma
qpαq “ α9 ´ b
2βhγhβvγv
K2K3K5µv
α7 ´ b
2cδp1´ θqβhγ2hβvγv pσhβs2p2 `K4βs1p1q
K1K22K
2
3K4K5µv
α6.
Claramente os polinômios p e q são diferentes e podem levar a raios espetrais
diferentes. No entanto veja que a soma dos coeficientes em q é exatamente R0, o que
mostra a existência de um único limiar (R0 ă 1) para determinar a estabilidade local de
P0.
Antes de prosseguir, escreveremos a equação característica 2.15 da matriz da
próxima geração em termos das componentes parciais de R0:
α9 ´RV0 α5 ´RV0 RS10 α3 ´RV0 RS20 α2 “ 0. (2.18)
Para determinarmos a estabilidade global de P0 e finalizar a análise do equilíbrio
trivial, construiremos uma função de Lyapunov Q conforme (47). Para tanto considere um
sub-sistema de 2.3 escrito da forma:
d
dt
x “ f¯ ´ v¯
em que x “ pEv, Iv, Eh, Ih1, Ih2, Em, Im, Ej, Ijq e f¯ e v¯ são formados pelos vetores 2.10 e
2.11 excluindo as componentes referentes aos compartimentos de suscetíveis, isto é, as
quatro últimas componentes de cada vetor.
Definimos uma função g como g “ pF ´ V qx´ f¯ ` v¯, para F e V as matrizes
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2.12 e 2.13. Sendo assim,
g “
»—————————————————————–
bβvpIh1 ` Im ` Ijqp1´ Svq
0
bβhIv
ˆ
δθ
K1
´ Sh
˙
0
0ˆ
bβhIv ` cK1pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2q
δθ
˙ˆ
δp1´ θq
K1
´ Sm
˙
0
bβhIv
ˆ
µh
K1
´ Sj
˙
0
fiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl
,
e g ě 0 se Sv ď 1, Sh ď δθ
K1
, Sm ď δp1´ θq
K1
e Sj ď µh
K1
, condições estas que serão
satisfeitas sempre que x P Ω.
O raio espectral da matriz V 1F ,
V 1F “
¨˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˚˚˚˚
˝
0 0 0 bβv
K5
0 0 bβv
K5
0 bβv
K5γv
µv
0 0 0 0 0 0 0 0
0 bδθβh
K1K2
0 0 0 0 0 0 0
0 0 γh
K3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 σh
K4
0 0 0 0 0
0 bδp1´ θqβh
K1K2
0 cp1´ θqβS1p1
θK2
cp1´ θqβS2p2
θK2
0 0 0 0
0 0 0 0 0 γh
K3
0 0 0
0 bβhµh
K1K2
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γh
K3
0
‹˛‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
,
denotado por α¯, satisfaz a equação característica 2.18, isto é, α “ ρpFV ´1q ” α¯. Usando
este fato podemos escrever o correspondente autovetor à esquerda ω, solução de ωV ´1F “
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α¯ω, da seguinte maneira
ωT “
»———————————————————————————–
1
α¯
µv
γv
1
α¯7
γh
γv
ˆ
RVM0 α¯
5 `RVM0 RS10 α¯3K1δθ `R
VM
0 R
S2
0 α¯
2K1
δθ
˙
1
α¯7
K3
γv
ˆ
RVM0 α¯
5 `RVM0 RS10 α¯3K1δθ `R
VM
0 R
S2
0 α¯
2K1
δθ
˙
RVM0 R
S2
0
α¯3
K1K3K4
δθσhγv
RVM0
α¯2
γh
γv
RVM0
α¯
K3
γv
RVM0
α¯2
γh
γv
RVM0
α¯
K3
γv
fiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffifl
.
Assim, definimos a função Q : Ω Ñ R, dada por
Qpxq “ ωV ´1xT
“ 1
K5
Ev ` α¯
γv
Iv ` γh
γvK2
RVM0
α¯7
ˆ
α¯5 `RS10 α¯3K1δθ `R
S2
0 α¯
2K1
δθ
˙
Eh `
`R
VM
0
γv
1
α¯6
ˆ
α¯5 `RS10 α¯3K1δθ `R
S2
0 α¯
2K1
δθ
˙
Ih1 ` K1K3
δθσhγv
RVM0 R
S2
0
α¯3
Ih2 `
` γh
γvK2
RVM0
α¯2
Em ` 1
γv
RVM0
α¯
Im ` γh
γvK2
RVM0
α¯2
Ej ` 1
γv
RVM0
α¯
Ij,
e obtemos o seguinte resultado:
Teorema 2. Seja P0 o equilíbrio trivial do modelo 2.3 e R0 definido em 2.8. Se x P Ω e
R0 ă 1, então a função Q acima definida é uma função de Lyapunov para o modelo 2.3 e
P0 é globalmente estável.
Demonstração. Se x P Ω temos Q ě 0 e Q “ 0 somente se os compartimentos de expostos
e infectados são nulos, neste caso o sistema 2.3 tende ao equilíbrio P0. Além do mais a
derivada orbital de Q pode ser escrita como
dQ
dt
“ q1Ev ` q2Iv ` q3Eh ` q4Ih1 ` q5Ih2 ` q6Em ` q7Im ` q8Ej ` q9Ij,
Capítulo 2. Modelagem Matemática 34
onde os coeficientes qi são dados por:$’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
q1 “ α¯ ´ 1;
q2 “ µv
γv
RV0
α¯3
ˆ
pα¯pSj ` Sh ` Smq ´ 1q ` K1
α¯3δθ
pRS10 ` α¯RS20 q
ˆ
α¯Sh ´ δθ
K1
˙˙
;
q3 “ γh
γv
RVM0
α¯7
ˆ
α¯5 `RS10 α¯3K1δθ `R
S2
0 α¯
2K1
δθ
˙
pα¯ ´ 1q;
q4 “ K3
γv
RVM0
α¯
„
pα¯ ´ 1q
ˆ
1` K1R
S2
0
δθα¯3
˙
` K
2
1R
S1
0
δ2θp1´ θq
ˆ
α¯Sm ´ δp1´ θq
K1
˙
;
q5 “ K
2
1K3K4
δ2θp1´ θqσhγv
RVM0 R
S2
0
α¯3
ˆ
α¯Sm ´ δp1´ θq
K1
˙
;
q6 “ γhR
VM
0
γvα¯2
pα¯ ´ 1q;
q7 “ K3R
VM
0
α¯γv
pα¯Sv ´ 1q;
q8 “ γhR
VM
0
γvα¯2
pα¯ ´ 1q;
q9 “ K3R
VM
0
α¯γv
pα¯Sv ´ 1q.
Como R0 ă 1 temos que ρpFV ´1q ă 1 e portanto α¯ ă 1. Além disso na região
de invariância Ω temos que Sv ď 1, Sh ď δθ
K1
, Sm ď δp1´ θq
K1
e Sj ď µh
K1
, deste modo
qi ď 0 (i “ 1, . . . 9) e dQ
dt
ď 0. O caso dQ
dt
“ 0 ocorre novamente quando expostos e
infectados são nulos e o sistema tende a P0.
Com isto mostramos que Q é uma função de Lyapunov para o modelo 2.3 e pelo
teorema de La Salle-Lyapunov (48, 49), descrito no apêndice, o ponto P0 é globalmente
estável em Ω.
2.2.3 O Equilíbrio Endêmico
Através das relações em 2.4 podemos determinar a existência de outros pontos
de equilíbrio além de P0. Similarmente ao que foi feito anteriormente, escreveremos os
compartimentos em equilíbrio em função da força de infecção λh e a equação correspondente
à Iv é dada por
λh
`
c5λ
5
h ` c4λ4h ` c3λ3h ` c2λ2h ` c1λh ` c0
˘ “ 0, (2.19)
sendo $’’’’’’’’’&’’’’’’’’’%
c0 “ δp1´ θqK21µ3h p1´R0q
c1 “ r1 ´ r2RV0
c2 “ r3 ´ r4RV0
c3 “ r5 ´ r6RV0
c4 “ r7 ´ r8RV0
c5 “ δp1´ θq pMµh ` 1q
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para M “ bβvγh
K2K3µv
e
$’’’’’’’’’’’’’’’’’’’&’’’’’’’’’’’’’’’’’’’%
r1 “ K1µ2h
`
δp1´ θq p2µh ` 3K1q ` δp1´ θqK1Mµh
`
RS0 ` 1
˘`K21RS0 ˘
r2 “ K1µ2h
`
2δp1´ θq pµh `K1q `K21RS0
˘
r3 “ µh
`
δp1´ θq pµh `K1q 2 ` 2δp1´ θqK1 p2µh `K1q `K21µh pK1M ` 1qRS0`
`2δp1´ θqK1Mµh pµh `K1qq
r4 “ µh
`
2δp1´ θqK1Mµh pµh `K1q `K31RS0
˘
r5 “ δp1´ θq pµh `K1q 2 pMµh ` 1q ` 2δp1´ θqµh pK1 pMµh ` 2q ` µhq`
`K21RS0µh pMµh ` 1q
r6 “ 2δp1´ θqµh pµh `K1q
r7 “ δp1´ θq p2 pµh `K1q pMµh ` 1q ` µhq
r8 “ δp1´ θqµh
As soluções reais não-negativas da equação 2.19 determinam os pontos de
equilíbrio do sistema 2.3. Note que uma das raízes é λh “ 0, a qual determina P0. Para
verificarmos a existência de outras soluções usaremos a regra dos sinais de Descartes (50),
na qual o número de raízes positivas é determinado pelo número de alternâncias de sinal
entre os coeficientes c0, . . . , c5 (para mais detalhes veja o apêndice).
A existência de um equilíbrio com a presença da doença apenas terá sentido
quando R0 ą 1, caso contrário já mostramos que o sistema tende a P0, além do mais para
esta situação temos RV0 , RS0 ď 1 e os coeficientes c1, . . . , c5 são todos não-negativos, ou
seja, não existem soluções positivas para a equação 2.19.
Se R0 ą 1 podemos ver que c0 ă 0 e c5 ą 0, deste modo sempre haverá pelo
menos uma mudança de sinal e, portanto, existe pelo menos um equilíbrio endêmico.
A unicidade deste equilíbrio pode ser garantida ao analisarmos os demais
coeficientes. Para tanto observe que c1, c2, c3 e c4 formam retas decrescentes em função
de RV0 , pois os termos independentes são positivos e ao substituirmos RV0 “ 1 temos que
cip1q ă cip0q, para i “ 1, . . . , 4. Deste modo quando RV0 “ 0 os coeficientes são todos
positivos, mas à medida que ele aumenta, c1, c2, c3 e c4 mudam de sinal.
Os valores críticos v1 “ r1
r2
, v2 “ r3
r4
, v3 “ r5
r6
e v4 “ r7
r8
determinam respec-
tivamente as mudanças de sinal de c1, c2, c3 e c4. Realizados diversos cálculos, que não
serão apresentados aqui pela grande extensão, podemos comparar estes valores críticos da
seguinte maneira:
i) v1 ´ v2 ă 0 se RS0 ă 23 ,
ii) v2 ´ v3 ă 0 sempre,
iii) v3 ´ v4 ă 0 se RS0 ă 3δp1´ θqK1 .
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Satisfeita a condição RS0 ă min
"
2
3;
3δp1´ θq
K1
*
os coeficientes c1, c2, c3 e c4
mudam de sinal um por vez e em ordem, desta maneira sempre haverá somente uma
alternância de sinal e consequentemente sempre haverá um único equilíbrio endêmico.
A expressão δp1´ θq
K1
presente na condição acima representa a proporção de
mulheres adultas, pois δ
K1
corresponde à chance de sobrevivência à fase jovem e p1´ θq é
a proporção de mulheres na população. A menos que a população em questão apresente
uma proporção de mulheres muito baixa, é de se esperar que 3δp1´ θq
K1
ą 23 . Além disso,
os casos de ZIKV relatados dão indícios de que a contribuição da transmissão sexual seja
muito baixa, caso contrário a infecção poderia se perpetuar somente com este tipo de
transmissão. Sendo assim o valor de RS0 deve ser muito baixo e inferior a 2/3, de maneira
que a condição para unicidade do equilíbrio endêmico é respeitada na maioria dos casos.
Apesar de parecer biologicamente infactível, se a condição acima não for
satisfeita não podemos determinar em que ordem as mudanças de sinal ocorrerão e, de
acordo com a regra dos sinais de Descartes, poderão existir um, três ou cinco equilíbrios
endêmicos. Utilizando métodos numéricos averiguamos o número de soluções positivas
da equação 2.19 para diversos valores de RS0 que não satisfazem a condição anterior,
ainda assim em todos os casos a equação apresentava apenas uma solução positiva e
consequentemente um único equilíbrio.
Garantida a existência e unicidade do equilíbrio endêmico, denotado por Pe,
nosso próximo passo é verificar sua estabilidade. Para tanto analisaremos inicialmente um
submodelo de 2.3 onde somente existe transmissão pelo vetor. Feito isso analisaremos a
estabilidade de Pe no modelo completo.
Primeiramente considere um submodelo no qual não há transmissão sexual
(βs1 “ βs2 “ 0). Neste caso não existe necessidade de separar a população em jovens,
homens e mulheres adultas e por isso utilizaremos os seguintes compartimentos para a
população de humanos: S “ Sj ` Sh ` Sm, E “ Ej ` Eh ` Em e I “ Ij ` Ih1 ` Im. O
compartimento Ih2 será agrupado com os indivíduos recuperados e as equações para o
vetor não serão alteradas. Deste modo o submodelo com transmissão vetorial será dado
por $’’’’’’’’’&’’’’’’’’’%
S 1 “ µh ´ bβhIvS ´ µhS
E 1 “ bβhIvS ´ pγh ` µhqE
I 1 “ γhE ´ pσh ` µhqI
S 1v “ µv ´ bβvISv ´ µvSv
E 1v “ bβvISv ´ pγv ` µvqEv
I 1v “ γvEv ´ µvIv,
(2.20)
para o qual vale o seguinte resultado:
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Teorema 3. Seja P˜e o equilíbrio endêmico da equação 2.20 e RV0 definido anteriormente.
Se RV0 ą 1, então P˜e é global e assintoticamente estável.
Demonstração. Sejam S˚, E˚, I˚, S˚v , E˚v e I˚v as variáveis no equilíbrio P˜e e a função
U : Ω Ñ R dada por
UpS,E, I, Sv, Ev, Ivq “ d1
ˆ
S ´ S˚ ´ S˚ ln S
S˚
˙
` d2
ˆ
E ´ E˚ ´ E˚ ln E
E˚
˙
`d3
ˆ
I ´ I˚ ´ I˚ ln I
I˚
˙
` d4
ˆ
Sv ´ S˚v ´ S˚v ln SvSv˚
˙
`d5
ˆ
Ev ´ E˚v ´ E˚v ln EvEv˚
˙
` d6
ˆ
Iv ´ I˚v ´ I˚v ln IvIv˚
˙
,
onde d1 “ d2 “ 1, d3 “ 1
γhE˚
, d4 “ d5 “ βhIv˚S
˚
βvI˚Sv˚
e d6 “ 1
γvEv˚
βhIv˚S
˚
βvI˚Sv˚
.
Usando o fato de que 1´ x` ln x ď 0 para x ą 0 e que a igualdade é válida se,
e somente se, x “ 1, podemos garantir que Upvq ě 0 para qualquer v P Ω e que Upvq “ 0
se, e somente se v “ P˜e. Além disso a derivada orbital de U é dada por
9U “ d1
ˆ
1´ S
˚
S
˙
pµh ´ bβhIvS ´ µhSq ` d2
ˆ
1´ E
˚
E
˙
pbβhIvS ´ pγh ` µhqEq
`d3
ˆ
1´ I
˚
I
˙
pγhE ´ pσh ` µhqIq ` d4
ˆ
1´ Sv˚
Sv
˙
pµv ´ bβvISv ´ µvSvq
`d5
ˆ
1´ Ev˚
Ev
˙
pbβvISv ´ pγv ` µvqEvq ` d6
ˆ
1´ Iv˚
Iv
˙
pγvEv ´ µvIvq .
A partir de 2.20 obtemos as seguintes relações
µh “ bβhI˚vS˚ ` µhS˚
γh ` µh “ bβhIv˚S
˚
E˚
σh ` µh “ γhE
˚
I˚
µv “ bβvI˚S˚v ` µvS˚v
γv ` µv “ bβvI
˚Sv˚
Ev˚
µv “ γvEv˚
Iv˚
.
Substituindo as constantes di e as relações acima na derivada orbital obtemos,
após sucessivos cálculos,
9U “ ´µh pS ´ S
˚q2
S
´ µvβhIv˚S
˚
βvI˚Sv˚
pSv ´ Sv˚ q2
Sv
´bβhI˚vS˚
„
S˚
S
` E
˚IvS
EIv˚S
˚ `
I˚E
IE˚
` Sv˚
Sv
` Ev˚ ISv
EvI˚S˚
` Iv˚Ev
IvEv˚
´ 6

.
(2.21)
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Considerando x1 “ S
˚
S
, x2 “ E
˚IvS
EIv˚S
˚ , x3 “
I˚E
IE˚
, x4 “ Sv˚
Sv
, x5 “ Ev˚ ISv
EvI˚S˚
e
x6 “ Iv˚Ev
IvEv˚
, temos que a média geométrica de x1, . . . , x6 é 1. Usando o fato de que a média
geométrica é menor ou igual à média aritmética é possivel mostrar que a expressão dentro
do colchetes em 2.21 é não-negativa, deste modo segue que 9U ď 0 e 9U “ 0 se, e somente se,
S “ S˚, E “ E˚, I “ I˚, Sv “ S˚v , Ev “ E˚v e Iv “ I˚v . Isto implica que U é uma função
de Lyapunov em Ω e que o equilíbrio endêmico P˜e é global e assintoticamente estável.
Para o modelo completo 2.3, temos:
Teorema 4. Seja Pe “ pS˚j , S˚h , S˚m, E˚j , E˚h , E˚m, I˚j , I˚h1, I˚h2, I˚m, S˚v , E˚v , I˚v q o equilíbrio
endêmico do sistema 2.3. Se R0 ą 1 e g ď 1 então Pe é global e assintoticamente estável,
onde
g “ βhIv˚
g1δβvIj˚ Sv˚
pg2µhS˚h ` g2bβhI˚vS˚h ` µhS˚m ` bβhI˚vS˚mq ,
com g1 e g2 dados por
g1 “ 1
bβvIm˚Sv˚
ˆ
bβhI
˚
vS
˚
m ` cK1δθ S
˚
m pβs1p1I˚h1 ` βs2p2I˚h2q
˙
g2 “ 1
bβhIv˚Sh˚
ˆ
g1bβvI
˚
h1S
˚
v ` cK1δθ S
˚
m pβs1p1I˚h1 ` βs2p2I˚h2q
˙
.
Demonstração. Mostremos que a função W : Ω Ñ R dada por
W “ w1
ˆ
Sj ´ S˚j ´ S˚j ln SjSj˚
˙
` w2
ˆ
Ej ´ E˚j ´ E˚j ln EjEj˚
˙
`w3
ˆ
Ij ´ I˚j ´ I˚j ln IjIj˚
˙
` w4
ˆ
Sh ´ S˚h ´ S˚h ln ShSh˚
˙
`w5
ˆ
Eh ´ E˚h ´ E˚h ln EhEh˚
˙
` w6
ˆ
Ih1 ´ I˚h1 ´ I˚h1 ln Ih1Ih˚1
˙
`w7
ˆ
Ih2 ´ I˚h2 ´ I˚h2 ln Ih2Ih˚2
˙
` w8
ˆ
Sm ´ S˚m ´ S˚m ln SmSm˚
˙
`w9
ˆ
Em ´ E˚m ´ E˚m ln EmEm˚
˙
` w10
ˆ
Im ´ I˚m ´ I˚m ln ImIm˚
˙
`w11
ˆ
Sv ´ S˚v ´ S˚v ln SvSv˚
˙
` w12
ˆ
Ev ´ E˚v ´ E˚v ln EvEv˚
˙
`w13
ˆ
Iv ´ I˚v ´ I˚v ln IvIv˚
˙
,
onde os coeficientes wi são
w1 “ w2 “ g1βvIj˚ Sv˚
βhIv˚Sj˚
,
w3 “ w1bβhIv˚Sj˚
γhEj˚
,
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w4 “ w5 “ g2,
w6 “ w4bβhIv˚Sh˚
γhEh˚
,
w7 “ cK1βs2p2Ih˚2Sm˚
δθσhIh˚1
,
w8 “ w9 “ 1,
w10 “ 1
γhEm˚
ˆ
bβhI
˚
vS
˚
m ` cK1δθ S
˚
m pβs1p1I˚h1 ` βs2p2I˚h2q
˙
,
w11 “ w12 “ g1,
w13 “ w11bβvSv˚ pIj˚ ` Ih˚1 ` Im˚q
γvEv˚
,
é uma função de Lyapunov.
Da mesma forma que na demonstração do teorema anterior, a construção de
W garante que Wpvq ě 0 para qualquer v P Ω e que Wpvq “ 0 se, e somente se, v “ Pe.
Vejamos agora a derivada orbital de W , dada por
9W “ w1
ˆ
1´ Sj˚
Sj
˙
pµh ´ δSj ´ bβhIvSj ´ µhSjq ` w2
ˆ
1´ Ej˚
Ej
˙
pbβhIvSj ´ pγh ` µhqEjq
`w3
ˆ
1´ Ij˚
Ij
˙
pγhEj ´ pσh ` µhqIjq ` w4
ˆ
1´ Sh˚
Sh
˙
pδθSj ´ bβhIvSh ´ µhShq
`w5
ˆ
1´ Eh˚
Eh
˙
pbβhIvSh ´ pγh ` µhqEhq ` w6
ˆ
1´ Ih˚1
Ih1
˙
pγhEh ´ pσh ` µhqIh1q
`w7
ˆ
1´ Ih˚2
Ih2
˙
pσhIh1 ´ pφ` µhqIh2q
`w8
ˆ
1´ Sm˚
Sm
˙ˆ
δp1´ θqSj ´ pbβhIv ` cpδ ` µhq
δθ
pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2qqSm ´ µhSm
˙
`w9
ˆ
1´ Em˚
Em
˙ˆ
pbβhIv ` cpδ ` µhq
δθ
pβs1p1Ih1 ` βs2p2Ih2qqSm ´ pγh ` µhqEm
˙
`w10
ˆ
1´ Im˚
Im
˙
pγhEm ´ pσh ` µhqImq
`w11
ˆ
1´ Sv˚
Sv
˙
pµv ´ bβvpIj ` Ih1 ` ImqSv ´ µvSvq
`w12
ˆ
1´ Ev˚
Ev
˙
pbβvpIj ` Ih1 ` ImqSv ´ pγv ` µvqEvq
`w13
ˆ
1´ Iv˚
Iv
˙
pγvEv ´ µvIvq .
Com base no sistema 2.3 obtemos as seguintes relações entre os parâmetros do
modelo e as variáveis em equilíbrio:
µh “ δS˚j ` bβhI˚vS˚j ` µhS˚j ,
γh ` µh “ bβhIv˚Sj˚
Ej˚
,
σh ` µh “ γhEj˚
Ij˚
,
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δθ “ bβhIv˚Sh˚ ` µhSh˚
Sj˚
,
γh ` µh “ bβhIv˚Sh˚
Eh˚
,
σh ` µh “ γhEh˚
Ih˚1
,
φ` µh “ σhIh˚1
Ih2˚ ,
δp1´ θq “ bβhIv˚Sm˚ `
cK1
δθ
Sm˚pβs1p1Ih˚1 ` βs2p2Ih˚2q ` µhSm˚
Sj˚
,
γh ` µh “ bβhIv˚Sm˚ `
cK1
δθ
Sm˚pβs1p1Ih˚1 ` βs2p2Ih˚2q
Em˚
,
σh ` µh “ γhEm˚
Im˚
,
µv “ bβvpI˚j ` I˚h1 ` I˚mqS˚v ` µvS˚v ,
γv ` µv “ bβvpIj˚ ` Ih˚1 ` Im˚qSv˚
Ev˚
,
µv “ γvEv˚
Iv˚
.
Ao substituirmos estas relações em 9W , um dos termos que aparece na expressão
resultante é ´w1 δpSj ´ Sj˚ q
2
Sj
, que por sua vez é negativo. Usando a hipótese de que g ď 1
têm-se
´w1 δpSj ´ Sj˚ q
2
Sj
ď ´gw1 δpSj ´ Sj˚ q
2
Sj
,
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e com isso podemos majorar a expressão de 9W , obtendo após sucessivas simplificações que
9W ď ´w1µhpSj ´ Sj˚ q
2
Sj
´ w13µvpSv ´ Sv˚ q
2
Sv
´g2µhS˚h
„
Sj˚
Sj
` Sh
Sh˚
` Sh˚Sj
ShSj˚
´ 3

´ µhS˚m
„
Sj˚
Sj
` Sm
Sm˚
` Sm˚Sj
SmSj˚
´ 3

´g1bβvI˚j S˚v
„
Sj˚
Sj
` IvSjEj˚
Iv˚Sj˚Ej
` Ij˚ Ej
IjEj˚
` Sv˚
Sv
` IjSvEv˚
Ij˚ Sv˚Ev
` EvIv˚
Ev˚ Iv
´ 6

´g1bβvI˚h1S˚v
„
Sj˚
Sj
` Sh˚Sj
ShSj˚
` IvShEh˚
Iv˚Sh˚Eh
` Ih˚1Eh
Ih1Eh˚
` Sv˚
Sv
` Ih1SvEv˚
Ih˚1Sv˚Ev
` EvIv˚
Ev˚ Iv
´ 7

´bβhI˚vS˚m
„
Sj˚
Sj
` Sm˚Sj
SmSj˚
` IvSmEm˚
Iv˚Sm˚Em
` Im˚Em
ImEm˚
` Sv˚
Sv
` ImSvEv˚
Im˚Sv˚Ev
` EvIv˚
Ev˚ Iv
´ 7

´cK1
δθ
βs1p1I
˚
h1S
˚
m
„
Sj˚
Sj
` Sm˚Sj
SmSj˚
` Ih1SmEm˚
Ih˚1Sm˚Em
` Im˚Em
ImEm˚
` Sj˚
Sj
` Sh˚Sj
ShSj˚
` IvShEh˚
Iv˚Sh˚Eh
`Ih˚1Eh
Ih1Eh˚
` Sv˚
Sv
` ImSvEv˚
Im˚Sv˚Ev
` EvIv˚
Ev˚ Iv
´ 11

´cK1
δθ
βs2p2I
˚
h2S
˚
m
„
Sj˚
Sj
` Sm˚Sj
SmSj˚
` Ih2SmEm˚
Ih˚2Sm˚Em
` Im˚Em
ImEm˚
` Sj˚
Sj
` Sh˚Sj
ShSj˚
` IvShEh˚
Iv˚Sh˚Eh
`Ih˚1Eh
Ih1Eh˚
` Ih1Ih˚2
Ih˚1Ih2
` Sv˚
Sv
` ImSvEv˚
Im˚Sv˚Ev
` EvIv˚
Ev˚ Iv
´ 12

.
De maneira análoga à demonstração anterior, podemos mostrar que as expres-
sões dentro dos colchetes são positivas, deste modo temos que 9W ď 0 e 9W “ 0 se, e
somente se, Sj “ S˚j , Ej “ E˚j , Ij “ I˚j , Sh “ S˚h , Eh “ E˚h , Ih1 “ I˚h1, Ih2 “ I˚h2, Sm “ S˚m,
Em “ E˚m, Im “ I˚m, Sv “ S˚v , Ev “ E˚v e Iv “ I˚v , o que implica que W é uma função
de Lyapunov e Pe é global e assintoticamente estável, ou seja, todas as trajetórias com
condição inicial em Ω se aproximam de Pe.
É importante ressaltarmos que se a condição imposta no Teorema 4 não for
satisfeita, nada pode ser afirmado. No entanto vimos que o equilíbrio endêmico no modelo
sem transmissão sexual não apresenta restrições para sua estabilidade, assim a introdução
desta transmissão (que depende da infecção pelo vetor) não deve influenciar na estabilidade
do equilíbrio endêmico.
2.3 Interpretando o Número de Reprodutibilidade Basal R0
O número de reprodutibilidade basal R0 pode ser interpretado como o número
médio de infecções secundárias originadas pela introdução de um único indivíduo infectado
numa população totalmente suscetível (43). Como explicado anteriormente, o modelo
proposto apresenta duas formas de transmissão e decorrente disso a expressão para o R0
possui duas componentes, RV0 e RS0 definidas em 2.9, provenientes de cada uma das formas
de transmissão.
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Assumimos também que a transmissão sexual ocorre somente do homem para
a mulher, sendo assim a única maneira de que um homem se infecte é por meio do contato
com os mosquitos, isso faz com que a componente sexual RS0 apareça multiplicada pela
componente vetorial e o R0 possa ser escrito como
R0 “ RV0 p1`RS0 q.
Assim, a trasmissão sexual, da forma como foi incorporada ao modelo, serve
como um incremento ao termo vetorial, aumentando o R0 do modelo. Pensando na dinâmica
da transmissão, este incremento é representado pela parcela de mulheres que não foram
infectadas pelo vetor, mas que podem ser infectadas por meios sexuais. Ainda que a
principal contribuição no R0 venha da transmissão vetorial, e que esta seja a causadora da
propagação da doença, a componente sexual tem um importante papel para a permanência
da infecção na população. Imagine, por exemplo, que devido às formas de controle do
vetor tenhamos RV0 ă 1. Se nenhuma medida for feita em relação à transmissão sexual é
possível que R0 “ RV0 p1`RS0 q ą 1 e ainda assim a doença irá persistir.
Para podermos interpretar biologicamente RV0 iremos reescrevê-lo da forma
RV0 “
«
bβ¯h
Nh
Nh
γh
γh`µh
µv
ff«
bβv
Nh
Nv
γv
γv`µh
σh ` µh
ff
.
O termo bβ¯h
Nh
Nh representa o número médio de pessoas infectadas por um
determinado mosquito, 1
µv
corresponde ao tempo médio de vida de um mosquito e γh
γh ` µh
representa a chance de uma pessoa sobreviver ao período de incubação do vírus e se tornar
infectante, isto é, sobreviver ao compartimento de expostos e chegar ao de infectados.
Assim, interpretamos a expressão dentro do primeiro colchete como o número médio de
humanos infectantes originados por um mosquito infectado durante toda sua vida útil.
Analogamente bβv
Nh
Nv é número médio de mosquitos infectados por um único
humano infectante, 1
σh ` µh é o tempo médio que um humano pode transmitir o vírus
e γv
γv ` µh é a chance de um mosquito sobreviver ao período de incubação do vírus e se
tornar infectante. Assim a expressão do segundo colchete representa o número médio de
mosquitos infectantes (em uma população suscetível de tamanho Nv) oriundos de um
único humano infectado durante seu período de infecciosidade.
Em suma, RV0 é o número médio de mosquitos infectantes secundários (ou
humanos) gerados durante a vida útil de um mosquito infectante primário (ou humano)
introduzido em populações de humanos e mosquitos totalmente suscetíveis, levando em
conta somente a transmissão por vetor.
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No que diz respeito à transmissão sexual pelos homens Ih1, podemos escrever o
termo RV0 RS10 da seguinte forma
RV0 R
S1
0 “
«
bβ¯h
Nh
Nˆh
µv
γh
γh ` µhp1
ff«
δp1´θqNh
δ`µh
cβs1
Nˆh
σh ` µh
γh
γh ` µh
ff«
bβv
Nh
Nv
σh ` µh
γv
γv ` µh
ff
.
Usando a mesma ideia anterior, a expressão dentro do primeiro colchetes faz
referência aos homens adultos sexualmente infectantes (por isso Nˆh e p1 estão presentes)
originados por um mosquito. Estes homens por sua vez irão se encontrar com uma
população de mulheres adultas (δp1´ θqNh
δ ` µh ) e transmitir o vírus à uma taxa
cβs1
Nˆh
durante
seu período de infecciosidade 1
σh ` µh . Por fim, estas mulheres infectadas sexualmente irão
transmitir o vírus para outros mosquitos, conforme a expressão no último colchetes.
Da mesma maneira, escrevemos RV0 RS20 como
RV0 R
S2
0 “
«
bβ¯h
Nh
Nˆh
µv
γh
γh ` µh
σh
σh ` µhp2
ff«
δp1´θqNh
δ`µh
cβs2
Nˆh
φ` µh
γh
γh ` µh
ff«
bβv
Nh
Nv
σh ` µh
γv
γv ` µh
ff
.
sendo σh
σh ` µh a chance de que um homem atinja Ih2 e
1
φ` µh o período médio que ele
permanece neste compartimento. O restante da interpretação é o mesmo de RV0 RS10 .
De modo geral, ao introduzirmos um mosquito infectado numa população ele
transmitirá o vírus para determinado grupo de humanos que, por sua vez, transmitirão o
vírus para outros mosquitos (RV0 ). As mulheres que não foram infectadas pelo mosquito
poderão se infectar através do contato sexual e posteriormente transmitir o vírus para
novos mosquitos (RS0 ) e estas duas situações juntas formam o R0 do modelo.
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3 Simulações Numéricas e Discussões
Muitos dos parâmetros considerados no modelo ainda apresentam incerteza
quanto à sua estimação, mais especificamente aqueles relacionados à transmissão sexual,
como βs1, βs2, c, φ, p1 e p2. Em (35) a chance de transmissão sexual do ZIKV foi determinada
comparando este vírus com outras doenças sexualmente transmissíveis, como a gonorréia e
o HIV, de modo que um possível intervalo para βs1 e βs2 seja entre 0, 007 e 0, 7. A proporção
de homens que podem infectar mulheres suscetíveis foi estudada em (51), onde 13 dos 23
indivíduos sintomáticos acompanhados apresentaram partículas virais no sêmen, cerca
de 56%. Se assumirmos que para cada infecção sintomática existem dez assintomáticas,
podemos dizer que os parâmetros p1 e p2 devem variar entre 0, 056 e 0, 56, dependendo se
os indivíduos assintomáticos apresentam ou não o vírus no sêmen.
Se considerarmos que τ é o número médio de relações sexuais de um homem
por unidade de tempo, e sabendo que ele permanece em Ih2 por φ´1 dias, podemos estimar
que o número médio de parceiras que cada homem terá neste período é τφ´1. Entretanto
o modelo prevê um comportamento monogâmico e para tentar representar isso podemos
tomar c “ c
1
τφ´1
, onde c1 é a taxa de transmissão sexual total.
Com base nestas estimativas e na literatura disponível, apresentaremos neste
capítulo alguns cenários numéricos para melhor compreender a dinâmica de transmissão
do vírus e as propriedades dos pontos de equilíbrio, além de explorarmos mais a fundo
alguns dos parâmetros considerados na modelagem.
3.1 O Diagrama de Bifurcação
Vimos no capítulo anterior que o número de reprodutibilidade basal R0 deter-
mina a estabilidade dos dois pontos de equilíbrio do sistema, o trivial e o endêmico. Nesta
seção verificaremos como ocorre a transição do equilíbrio trivial de estável para instável à
medida que aumentamos R0, para tanto observe a figura 4:
No gráfico representamos a fração de mosquitos infectados em equilíbrio, I˚v ,
em função de R0 ( lembre-se que todos os demais compartimentos em equilíbrio podem
ser obtidos através de I˚v ). Os pontos destacados em azul representam um equilíbrio local
e assintoticamente estável, enquanto a marcação em vermelho representa a instabilidade.
Deste modo, pode-se ver que enquanto R0 ă 1, o único equilíbrio existente é o trivial.
No entanto, ao ultrapassarmos a unidade passam a coexistir os equilíbrios endêmico e
trivial, sendo o primeiro local e assintoticamente estável e o segundo instável. Este tipo de
bifurcação é frequente em modelos epidemiológicos com dois equilíbrios, sendo conhecida
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Figura 4 – Diagrama de Bifurcação Forward.
como bifurcação do tipo forward.
A variação em R0 foi feita por meio de βv, mas o resultado seria semelhante
caso a variação fosse em βh, βs1 ou βs2.
3.2 Análise dos cenários numéricos
Utilizando os valores descritos na tabela 2, veremos inicialmente a dinâmica do
modelo quando consideramos somente a transmissão pelo vetor, isto é, quando assumimos
βs1 “ βs2 “ 0. Neste caso, não existe diferença na dinâmica de homens e mulheres. As
trajetórias do compartimento do mosquitos e mulheres infectadas são apresentadas na
figura 5.
Figura 5 – Dinâmica sem transmissão sexual
(a) Fração de Mosquitos Infectados (b) Fração de Mulheres Infectadas
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Para este cenário temos RV0 “ 2, 2795 e as trajetórias apresentam oscilações
amortecidas, um comportamento esperado para este tipo de modelo epidemiológico.
Ao introduzirmos a transmissão sexual o número de reprodutibilidade basal
passa a ser R0 “ RV0 p1 ` RS0 q “ 2, 3116, com um aumento de aproximadamente 1, 4%
em relação ao modelo sem transmissão sexual. As trajetórias para este caso são muito
semelhantes às figuras apresentadas anteriormente, diferindo somente nos valores atingidos
em cada compartimento.
Para comparar estes dois cenários, apresentaremos na tabela 3 o equilíbrio
endêmico para cada uma das situações simuladas. Os compartimentos de mulheres expostas
e infectadas foram reescritos como E˚m “ E˚mv ` E˚ms e I˚m “ I˚mv ` I˚ms, onde
E˚mv “ bβhIv˚Sm˚γh ` µh
E˚ms “
cpδ`µhq
δθ
pβs1p1Ih˚1 ` βs2p2Ih˚2qSm˚
γh ` µh
I˚mv “ γhEm˚vσh ` µh
I˚ms “ γhEm˚sσh ` µh .
Com isto é possível contabilizar a fração de mulheres infectadas para cada tipo de trans-
missão.
Tabela 3 – Equilíbrio Endêmico na ausência e presença da transmissão sexual
Equilíbrio Modelo sem Transmissão Sexual Modelo com Transmissão Sexual
S˚j 0, 16588 0, 16576
E˚j 4, 64705ˆ 10´5 4, 65897ˆ 10´5
I˚j 3, 87183ˆ 10´5 3, 88176ˆ 10´5
S˚h 0, 136508 0, 136165
E˚h 3, 8242ˆ 10´5 3, 82702ˆ 10´5
I˚h1 3, 18625.10´5 3, 1886ˆ 10´5
I˚h2 1, 27357ˆ 10´4 1, 27451ˆ 10´4
S˚m 0, 136508 0, 135137
E˚mv 3, 8242ˆ 10´5 3, 79812ˆ 10´5
E˚ms 0 5, 14202ˆ 10´7
I˚mv 3, 18625ˆ 10´5 3, 16453ˆ 10´5
I˚ms 0 4, 28423ˆ 10´7
S˚v 0, 999539 0, 999538
E˚v 8, 71751ˆ 10´5 8, 74591ˆ 10´5
I˚v 3, 73608ˆ 10´4 3, 74825ˆ 10´4
De acordo com os valores da tabela 3, a transmissão sexual não afeta somente as
mulheres, todos os demais compartimentos de infectados apresentaram algum crescimento.
No entanto este acréscimo é muito pouco expressivo, apenas 1, 34% de todas as mulheres
infectadas são provenientes da transmissão sexual.
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A contribuição sexual passa a ser significativa quando assumimos que p1 “ p2 “
0, 56 e relaxamos a hipótese de monogamia, usando por exemplo c “ 1{7 (52). Neste caso,
cerca de 6, 4% das mulheres infectadas são consequentes da transmissão sexual, podendo
atingir 10, 8% se considerarmos que a permanência do vírus no sêmen é de 40 dias.
Isto sugere que a transmissão sexual pode afetar a propagação da infecção, mas
por si só não é capaz de iniciar um surto ou mesmo sustentar a epidemia, ao menos quando
levamos em conta uma população em geral. Seu efeito é perceptível se nos restringirmos
a grupos específicos, como os indivíduos sintomáticos, populações com comportamento
promíscuo ou que apresentam características que aumentem a chance de infecção.
Estes resultados se assemelham a outros encontrados na literatura, em (35) a
contribuição da transmissão sexual no R0 é de aproximadamente 3, 044%, podendo variar
conforme a chance de transmissão ou o contato sexual. Já em (53), o incremento no R0
causado pela componente sexual é de aproximadamente 4, 81%. A diferença entre os valores
obtidos nestes modelos e o que apresentamos pode ser consequência da estratificação etária
da população, em que um subgrupo jovem não transmite o vírus sexualmente, e da inserção
do contato monogâmico.
Por outro lado, os resultados obtidos em (54) mostram que o número total
de mulheres infectadas no modelo somente com transmissão sexual, é superior ao valor
encontrado no modelo com transmissão vetorial, sugerindo uma forte contribuição da com-
ponente sexual. Novamente, a diferença entre os resultados é consequência principalmente
do contato sexual monogâmico que adotamos no modelo, além do fato de que (54) leva
em conta a possibilidade de transmissão de um homem para outro e de uma mulher para
o homem.
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4 Considerações Finais
Neste trabalho desenvolvemos um modelo matemático para estudar a dinâmica
de transmissão do vírus da Zika, considerando tanto a infecção pelas picadas dos mosquitos
infectados, quanto a possibilidade de transmissão sexual em indivíduos adultos, assumindo
que a população tenha um comportamento monogâmico.
O sistema dinâmico proposto no capítulo 2 apresentou a existência de dois
pontos de equilíbrio. O primeiro é livre da infecção e mostrou-se globalmente estvável
sempre que R0 ă 1. O segundo ponto de equilíbrio, em que a infecção persiste na população,
é globalmente estável quando R0 ą 1.
A introdução da transmissão sexual aumenta a fração de infectados, no entanto
ela não é responsável pela propagação da doença e não é capaz de sustentar a infecção.
Sua significância só aparece quando restringimos o modelo a determinados subgrupos da
população, em que o contato sexual deixa de ser monogâmico, por exemplo Apesar da
transmissão sexual ser pouco relevante, ela não deve ser deixada de lado, especialmente
quando nos atentamos às mulheres gestantes. A incerteza de alguns parâmetros também
pode influenciar na significância da componente sexual, sendo que alguns podem depender
da faixa etária ou das características do hospedeiro, como a permanência do vírus no
sêmem, que pode ser inexistente ou levar de 20 até 100 dias. Em trabalhos futuros
pretendemos explorar melhor a influência destes parâmetros e seu impacto nas duas
formas de transmissão, por exemplo, através de uma análise de sensibilidade do número
de reprodutibilidade basal em relação a alguns dos parâmetros do modelo.
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APÊNDICE A – Resultados Auxiliares
Neste apêndice trataremos mais detalhadamente de alguns resultados e cálculos
auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.
A.1 Critérios de Estabilidade usando Funções de Lyapunov
Considere o sistema autônomo
9x “ fpxq (A.1)
onde f : U Ă Rn Ñ Rn é localmente Lipschitz. Suponha que x¯ P U é um ponto de
equilíbrio do sistema A.1, ou seja, fpx¯q “ 0.
Definição A.1. O ponto de equilíbrio x¯ de A.1 é
• estável se, para cada  ą 0 existe δ “ δpq ą 0 tal que
}xp0q} ă δ ñ }xptq} ă , @ t ě 0;
• instável se não for estável;
• assintoticamente estável se ele é estável e δ pode ser escolhido de forma que
}xp0q} ă δ ñ lim
tÑ8xptq “ 0.
Teorema 5. (Lyapunov) Sejam D Ă Rn um domínio contendo x¯ e V : D Ñ R uma
função continuamente diferenciável tal que
• V px¯q “ 0;
• V pxq ą 0 em D ´ tx¯u;
• 9V pxq ď 0 em D.
Então x¯ é estável. Além do mais, se 9V pxq ă 0 em D ´ tx¯u então x¯ é assintoti-
camente estável.
A função V apresentada no teorema anterior é dita ser uma função de Lyapunov
em D. Vejamos agora a relação deste resultado com o princípio de invariância de LaSalle.
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Teorema 6. (LaSalle-Lyapunov) Seja Γ Ă D um conjunto compacto e positivamente
invariante com respeito ao sistema A.1. Sejam V : D Ñ R uma função de Lyapunov em
Ω, o conjunto E “ tx P Γ : 9V pxq “ 0u e M o maior conjunto invariante em E. Então
toda solução com condição inicial em Γ se aproxima de M quando tÑ 8.
Em muitos casos, como neste trabalho, temos que M “ x¯ e isto garante que
todas as soluções com condição inicial em Γ se aproximam do ponto de equilíbrio x¯.
Foram consultadas as referências (48) e (49).
A.2 A Regra dos Sinais de Descartes
Considere o seguinte polimômio
ppxq “ a0 ` a1x` a2x2 ` . . .` anxn,
com an ą 0 e seja N o número de mudanças de sinal na sequência de coeficientes
ta0, a1, a2, . . . , an´1, anu. A Regra dos Sinais de Descartes nos diz que existem no máximo
N raízes reais positivas para polinômio p, mais ainda, existem exatamente N , ou N ´ 2,
ou N ´ 4, . . ., raízes reais positivas. Para determinar a quantidade de raízes reais negativas
basta tomarmos ´x no lugar de x.
Como exemplo considere o polinômio
x3 ` x2 ´ x` a0
com a0 ą 0. Note que existem duas alternâncias de sinal entre os coeficientes, logo existem
2 ou 0 raízes positivas para o polinômio. Para as raízes negativas tomemos x “ ´y, e o
polinômio pode ser escrito da forma
´y3 ` y2 ` y ` a0,
que apresenta somente uma mudança de sinal, consequentemente há exatamente uma raiz
real negativa.
Foi consultada a referência (50).
